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RESUMEN
La generación de flujo secundario en ductos rectos de sección rectangular se debe exclusiva-
mente a la turbulencia. En muchos flujos ambientales existen efectos de estratificación que
afectan la turbulencia y pueden modificar el flujo secundario. En las corrientes de turbidez, por
ejemplo, en la escala microscópica la estratificación modula la turbulencia y en la escala
macroscópica la estratificación modula la fuerza impulsora del flujo. El objetivo de este trabajo
es analizar de forma aislada el efecto macroscópico de la estratificación sobre el flujo secundario
modelando el forzado no homogéneo con un gradiente de presión no uniforme lineal en la
dirección vertical. Resultados de simulaciones numéricas directas (DNS, por Direct Numeric
Simulations) muestran una pérdida de simetría del flujo medio principal con respecto al eje
medio horizontal y un desplazamiento de las posiciones de los valores máximos de velocidad
hacia la pared inferior del ducto. En el flujo secundario se observa que los vórtices superiores se
extienden hacia la zona central de la sección impactando en la distribución del esfuerzo de corte
en las paredes. Los resultados muestran modificaciones en los valores rms de las velocidades que
indican una atenuación de la turbulencia en la mitad inferior de la sección.
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1. Introducción
En muchos fenómenos de la naturaleza y en varias clases
de turbomáquinas se producen flujos demenormagnitud
que el principal, denominados flujos secundarios. En las
curvas de los ríos, por ejemplo, se genera un flujo secun-
dario debido a la inclinación del vector vorticidad. Esta
variación provoca una circulación en el plano transversal
a la dirección principal que produce la erosión de la
margen externa de la curva y la deposición de los sedi-
mentos en la margen interna. Este tipo de flujo se
denomina flujo secundario de primer tipo y puede existir
tanto en flujo laminar como en flujo turbulento [1].
El flujo secundario clasificado como de segundo
tipo, en cambio, surge sólo en presencia de turbulencia
[2]. Un ejemplo de este tipo de flujo es el que ocurre en
un ducto de sección rectangular en donde se produce
una recirculación de flujo desde el centro de la sección
hacia las esquinas del ducto por las bisectrices de las
mismas, y luego una circulación por las paredes hacia
las bisectrices de las mismas.
A pesar de que el flujo secundario de segundo tipo
es relativamente débil, sus efectos pueden ser impor-
tantes. El flujo secundario produce un incremento en
las tensiones de corte en las paredes y este efecto es
fundamental en problemas de transporte de sedimentos
y erosión [3]. De manera similar, la transferencia de
calor y la difusión de contaminantes están influencia-
das por los flujos secundarios [4]. Por estas razones es
importante entender el comportamiento del flujo
secundario y lograr predecir de forma precisa este
fenómeno.
Se han realizado diversos estudios sobre este tipo de
flujo secundario. Los primeros trabajos que presentan
simulaciones numéricas directas (DNS, por Direct
Numerical Simulations) [5, 6] analizan el comporta-
miento y origen del flujo secundario. Trabajos más
actuales muestran la influencia del número de
Reynolds en el flujo medio [7, 8] y el efecto de la
relación de aspecto de la sección del ducto [9], todos
mediante cálculos por DNS. Entre las simulaciones de
grandes remolinos (LES, por Large Eddy Simulations)
se pueden nombrar los trabajos de Madabhushi [10],
Breuer [11] y Yao [12]. En estos trabajos también se
lleva a cabo el análisis de las características del flujo
para diferentes números de Reynolds. Entre los traba-
jos que reportan experimentos con este tipo de flujo se
encuentran los de Brundrett [13], Launder [14]
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y Melling [15] para números de Reynolds altos
(Reb > 35000; donde Re ¼ ubh=ν, donde ub es la velo-
cidad media, h es el semiancho del ducto y ν es la
viscosidad cinemática). Experimentos para números
de Reynolds bajos fueron realizados por Kawahara
[16] (Reb ¼ 3535) y Owolabi [17] (Reb ¼ 1203 y 2230).
En este trabajo se estudia el flujo secundario de
segundo tipo que se origina por el flujo turbulento en
un ducto de sección cuadrada forzado por un gradiente
de presión no uniforme lineal en la dirección vertical.
Este tipo de forzado se aplica para modelar el efecto
que produce la estratificación sobre la fuerza impulsora
del flujo.
Los flujos estratificados son aquellos en los que la
densidad varía en la dirección vertical. Las diferencias
en la densidad pueden deberse a variaciones en la tem-
peratura, a fases disueltas (sólidos, líquidos o gases) y a
sólidos en suspensión. Un tipo de flujo estratificado de
particular interés es el de las corrientes de gravedad. Estos
flujos estratificados se generan por la acción de la grave-
dad sobre diferencias relativamente pequeñas de densi-
dad entre dos fluidos [18]. El hecho de que el flujo sea
forzado por la acción de la gravedad sobre los perfiles de
densidad hace que los efectos de estratificación aparezcan
en dos escalas muy diferentes. En la escala microscópica
la estratificación modula la turbulencia y en la escala
macroscópica modula la fuerza impulsora del flujo.
Cuando los cambios de densidad en el flujo se deben
a sólidos en suspensión por acción de la turbulencia, los
flujos se denominan corrientes de turbidez. Uno de los
objetivos de largo plazo del estudio de este tipo de
corrientes reside en analizar cómo el sedimento
interactúa con el flujo, cambiando la estructura turbulenta
del mismo y en consecuenciamodificando elmezclado de
la fase sólida con el fluido ambiente y los perfiles de
velocidad y de concentración del flujo. Se han llevado
a cabo numerosos estudios en este sentido. Armenio
y Sarkar [19], por ejemplo, realizaron cálculos por LES
de un flujo establemente estratificado en un canal
y observaron que un incremento de estratificación induce
una reducción sistemática de los niveles de turbulencia,
fluctuaciones de densidades y transporte vertical aso-
ciado. Por otro lado, Cantero et al. [20, 21]
y Shringarpure et al. [22, 23, 24] realizaron cálculos por
DNS de un flujo turbulento auto-estratificado forzado por
sedimentos en suspensión y mostraron que esta auto-
estratificación disminuye la turbulencia, en particular
cerca del fondo del canal. En los trabajos de Cantero
et al. y de Shringarpure et al. se combinan los efectos de
estratificación microscópicos de modulación de la turbu-
lencia con los efectos de estratificación macroscópicos de
modulación de la fuerza impulsora. Por el diseño mismo
de estos estudios es imposible discriminar por separado
cada uno de estos efectos. El forzado del flujo propuesto
en este trabajo modela el efecto de estratificación
macroscópico aisladamente.
En este trabajo se estudia cómo se modifica la
estructura del flujo por los efectos de estratificación
en la fuerza impulsora del flujo. Esto se modela con
gradientes de presión no uniformes. Para esto se anali-
zan las variaciones que se producen en el flujo secun-
dario de segundo tipo cuando el flujo es forzado por
gradientes de presión que varían linealmente en la
dirección vertical. Las simulaciones del flujo analizado
se llevan a cabo mediante cálculos DNS. Éstas se reali-
zaron mediante un código de cálculo pseudo-espectral
que utiliza expansiones de Fourier en la dirección
principal y expansiones de Chebyshev en las direc-
ciones restantes. El trabajo se concentra en documentar
de manera detallada el modelo numérico utilizado y su
validación mediante una simulación tridimensional de
un flujo turbulento en un ducto cuadrado con datos
reportados en la bibliografía. Para el análisis de las
variaciones en el flujo secundario con forzado no uni-
forme se estudiaron cinco casos de variación lineal del
gradiente de presión en la dirección vertical. Se pre-
sentan los resultados obtenidos sobre el flujo principal,
el flujo secundario y la turbulencia.
2. Modelo matemático
El sistema de coordenadas cartesiano y las
características geométricas utilizados en este trabajo se
pueden observar en la Figura 1. El ducto tiene un largo
Lx ¼ 4πh, un ancho Lz ¼ 2h y un alto Ly ¼ 2h. La
longitud en la dirección del flujo Lx es suficiente para
permitir el adecuado decaimiento de la correlación de
velocidades entre dos puntos de acuerdo con Pinelli
[8],y Gavrilakis [6]. Las ecuaciones adimensionales que
gobiernan el flujo en este caso son
@~u
@~t
þ ~u  ~u ¼ ~pþ 1
Reτ
2~uþ F; (1)
  ~u ¼ 0; (2)
donde ~u ¼ f~u;~v; ~wg es el campo de velocidades adi-
mensional, ~p es la presión adimensional y F es el
gradiente de presión no uniforme en la vertical que
fuerza el flujo en la dirección x (F ¼ FxðyÞ; 0; 0f g).
Para la adimensionalización de las ecuaciones (1)-(2)
se utiliza como escala de velocidad la velocidad de corte
uτ ¼
ﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃ
τw=ρ
p
, donde τw es el esfuerzo de corte en la
pared y ρ es la densidad del fluido. Como escala de
longitud se toma el semiancho del ducto h, para la
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escala temporal se emplea T ¼ h=uτ y para la escala de
presión ρu2τ . El flujo depende del número de Reynolds
Reτ ¼ uτ h=ν, donde ν es la viscosidad cinemática del
fluido.
3. Modelo numérico
3.1. Geometría
El dominio está compuesto por cuatro paredes y posee
dimensiones 4πh 2h 2h (Figura 1). El flujo es
periódico en la dirección x y no homogéneo en las
direcciones z e y por la presencia de las paredes.
3.2. Discretización temporal
La resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes (1)-(2)
se lleva a cabo mediante el Método de Paso Fraccionado
[25]. Este enfoque utiliza un esquema temporal dividido
en dos pasos. En el primer paso del método se calcula un
campo de velocidades intermedio u en base a la ecuación
de cantidad de movimiento (1):
u
Δt
 1
2Reτ
2u ¼ u
n
Δt
 23
12
ðu  uÞn þ 16
12
ðu  uÞn1
 5
12
ðu  uÞn2 þ 1
2Reτ
2un þ F:
(3)
Aquí se ha discretizado el término advectivo de forma
explícita mediante un esquema de Adams-Bashforth de
tercer orden y el término difusivo de manera implícita
por medio del esquema de Crank-Nicolson. Para
mayor claridad se han eliminado las tildes de las vari-
ables adimensionalizadas.
Debido al término faltante de la presión en (3), la
velocidad intermedia u no posee divergencia nula. El
segundo paso de este método consiste en corregir la
velocidad intermedia de modo tal que
unþ1  u
Δt
¼ pnþ1; (4)
  unþ1 ¼ 0: (5)
Combinadas, las ecuaciones (4)-(5) implican resolver
2pnþ1 ¼ 1
Δt
  u: (6)
El avance desde el tiempo n al tiempo nþ 1 comienza
con la obtención del campo de velocidades intermedio
u por medio de la expresión (3). Luego se calcula la
presión para el tiempo siguiente, pnþ1, con la Ecuación
(6). Finalmente, se aplica la expresión (4) para obtener
el nuevo valor de velocidad unþ1.
3.3. Discretización espacial
De la discretización temporal resultan dos ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales elípticas de la forma
@2
@x2
þ @
2
@y2
þ @
2
@z2
 σ
 
gðx; y; zÞ ¼ rhsðx; y; zÞ: (7)
En el caso de la Ecuación (3) se tiene
gðx; y; zÞ ¼ u;
σ ¼ 2Reτ=Δt;
Figura 1. Geometría y sistema de coordenadas empleados para el estudio de flujo secundario en un ducto.
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rhsðx; y; zÞ ¼ u
n
Δt
 23
12
ðu  uÞn þ 16
12
ðu  uÞn1
 5
12
ðu  uÞn2 þ 1
2Reτ
2un þ F;
(8)
mientras que para la Ecuación (6)
gðx; y; zÞ ¼ pnþ1;
σ ¼ 0;
rhsðx; y; zÞ ¼ 1
Δt
  u: (9)
Para la resolución numérica de la Ecuación (7) se
discretiza el dominio en las direcciones espaciales x, y
y z utilizando expansiones de Fourier con puntos
equiespaciados en la dirección x, periódica, mientras
que en las direcciones y y z se utilizan polinomios de
Chebyshev con puntos de cuadratura Gauss-Lobatto
[26]. Las posiciones de los puntos de la grilla están
dadas por las expresiones
zj ¼ Lz2 cos
ðj 1Þπ
Nz  1
 
þ 1
 
; 1  j  Nz;
yi ¼
Ly
2
cos ði 1Þπ
Ny  1
 
þ 1
 
; 1  i  Ny;
xm ¼ mLxNx ; 0  Nx  1;
donde Nx, Ny y Nz son las cantidades de puntos de la
grilla en las direcciones x, y y z respectivamente.
3.3.1. Discretización de fourier
Realizando la transformada de Fourier en dirección x
a la Ecuación (7) se tiene
@2
@y2
þ @
2
@z2
 σ þ k
24π2
Lx2
  
g^ðy; zÞ¼ rh^sðy; zÞ (10)
donde g^ y rh^s son los correspondientes coeficientes de
Fourier. La Ecuación (10) es una ecuación bidimen-
sional de Helmholtz en z e y para cada coeficiente de
Fourier correspondiente al número de onda k.
3.3.2. Solución de la ecuación de Helmholtz en dos
dimensiones
Se necesita resolver expresiones de la forma (10) sobre
un dominio rectangular con condiciones de borde de
Dirichlet o Neumann aplicadas en los cuatro bordes
discretizados en Nz  Ny puntos de colocación. En las
direcciones z e y se aplica una discretización espectral de
Chebyshev [26]. Los cálculos de las derivadas en las
direcciones z e y se expresan en términos de
multiplicación matricial combinando una
transformación discreta de Chebyshev, diferenciación
recursiva y una transformación discreta de Chebyshev
inversa. La derivada segunda se obtiene mediante la
multiplicación de dos operadores de derivada primera.
En los puntos interiores del dominio, se aplica la forma
discretizada de las ecuaciones gobernantes y de forma
similar en los bordes se aplica la condición de borde
específica. Esto produce un sistema de Nz  Ny ecua-
ciones. Las ecuaciones discretizadas en los puntos
interiores tienen la forma
XNz
s¼1
DZ2isg^ksjþ
XNy
s¼1
g^kisDY
2
sj  σ þ
k24π2
Lx2
 
g^kij ¼ rh^skij ð11Þ
i ¼ 2;…;Nz  1 y j ¼ 2;…;Ny  1;
donde DZ2 y DY2 son las matrices de las derivadas
segundas [26] con respecto a z y a y respectivamente.
El primer paso del el Método Rápido de Solución de
Helmholtz consiste en reducir el sistema de ecuaciones
a través de la eliminación de las ecuaciones de los
bordes y de los valores desconocidos en éstos. El pro-
ceso de reducción se detalla en la Sección 3.4. El sis-
tema reducido resultante tiene la forma
~DZ2~^gk þ ~^gk ~DY2  ~σ~^gk ¼ r~^hsk; (12)
donde ~^gk es la matriz de solución reducida que con-
tiene solamente los valores de los puntos interiores de
g^k y por lo tanto posee un tamaño ðNz  2Þ  ðNy  2Þ.
De manera similar, r~^hsk es la parte interior de rh^sk
modificada por la incorporación de las condiciones de
borde y de tamaño ðNz  2Þ  ðNy  2Þ. Las matrices
~DZ2 y ~DY2 son las matrices reducidas de las derivadas
segundas y poseen un tamaño de ðNz  2Þ  ðNz  2Þ
y ðNy  2Þ  ðNy  2Þ, respectivamente. Por
último, ~σ ¼ σ þ k24π2=L2x.
Las matrices ~DZ2 y ~DY2 pueden ser diagonalizadas
por lo que pueden escribirse como
~DZ2 ¼ PΛzP1;
~DY2 ¼ QΛyQ1; (13)
donde P y Q son las matrices de autovectores de ~DZ2 y
~DY2, respectivamente, y Λz y Λy son las matrices
diagonales que contienen los autovalores
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correspondientes. La Ecuación (12) puede reescribirse
a partir de (13) como
PΛzP
1~^gk þ ~^gkQΛyQ1  ~σ~^gk ¼ r~^hsk:
Multiplicando por la izquierda por P1 y por la derecha
por Q se obtiene
ΛzP
1~^gkQþ P1~^gkQΛy  ~σP1~^gkQ
¼ P1r~^hskQ:
(14)
Definiendo
A ¼ P1 ~^gk Q; (15)
R ¼ P1 r~^hsk Q; (16)
la Ecuación (14) se puede expresar como
ΛzAþ AΛy  ~σA ¼ R: (17)
Las matrices Λz y Λy son diagonales, por lo que los
términos de (17) se pueden expresar como
ðΛzAÞij ¼ Λziaij
ði ¼ 1; 2; :::;N; j ¼ 1; 2; :::;MÞ;
(18a)
ðAΛyÞij ¼ Λyiaij
ði ¼ 1; 2; :::;N; j ¼ 1; 2; :::;MÞ;
(18b)
donde aij son las componentes de A.
Reemplazando (18) en (17) y despejando aij se tiene
aij ¼
Rij
Λzi þ Λyi  ~σ
ði ¼ 2; :::;Ny  2; j ¼ 2; :::;Nz  2Þ:
(19)
En síntesis, el procedimiento de cálculo es el siguiente:
(1) Se calculan las matrices de autovalores (Λz y Λy);
y las matrices de autovectores (P y Q).
(2) Se obtiene R mediante la expresión (16).
(3) Se calcula el valor de a por medio de la
Ecuación (19).
(4) Se utiliza la inversa de la expresión (15) para
obtener el valor de ~^g.
3.4. Tratamiento de las condiciones de contorno
El sistema de ecuaciones mostrado en (11) representa
las ecuaciones para los puntos interiores del dominio.
Para completar estas ecuaciones, se requiere de
condiciones de borde en todos los contornos del
dominio. El sistema discretizado que se quiere resolver
para cada número de onda k es entonces
XNz
s¼1
DZ2is g^sj þ
XNy
s¼1
g^is DY
2
sj  ðσ þ
k24π
L2x
Þ g^ ij ¼ r~^hsij;
i ¼ 2; :::; Nz  1; j ¼ 2; :::; Ny  1;
(20a)
αb g^i1 þ βb
XNy
s¼1
g^is DY
1
s1 ¼ ci1;
i ¼ 2; :::; Nz  1;
(20b)
αt g^iNy þ βt
XNy
s¼1
g^is DY
1
sNy ¼ ciNy ;
i ¼ 2; :::; Nz  1;
(20c)
αl g^1j þ βl
XNz
s¼1
DZ11s g^sj ¼ c1j;
j ¼ 1; :::; Ny;
(20d)
αr g^Nzj þ βr
XNz
s¼1
DZ1Nzs g^sj ¼ cNzj;
j ¼ 1; :::; Ny;
(20e)
donde DZ1 y DY1 (DZ2 y DY2) son las matrices de
derivadas primeras (segundas) con respecto a z y a y
respectivamente, g^ es la matriz de coeficientes de
Fourier de la variable incógnita (la velocidad interme-
dia u o la presión en el paso siguiente pnþ1) y rh^s es la
matriz de coeficientes de Fourier de los términos con-
ocidos. Los subíndices b, t, l y r corresponden a los
bordes inferior, superior, izquierdo y derecho
respectivamente.
Para la velocidad u en dirección del flujo, se impone
la condición de no deslizamiento en las cuatro paredes,
α ¼ 1, β ¼ 0, c ¼ 0. Para la velocidad horizontal w se
impone la condición de no deslizamiento en las par-
edes horizontales y la condición de no penetración en
las paredes verticales. Para la velocidad vertical v se
impone la condición de no deslizamiento en las par-
edes verticales y la condición de no penetración en las
paredes horizontales. En estos casos, α ¼ 1, β ¼ 0,
c ¼ 0. Para la ecuación de presión (6) se imponen
condiciones de borde de derivada normal nula en las
cuatro paredes con lo cual los coeficientes de las ecua-
ciones toman los valores α ¼ 0, β ¼ 1, c ¼ 0.
3.5. Procedimiento de resolución
Al inicio del cálculo, y fuera del bucle temporal, se
calculan las matrices de derivadas y los
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correspondientes autovalores y autovectores (13).
Durante cada bucle temporal se debe resolver una
ecuación de Helmholtz en dos dimensiones para cada
componente de velocidad intermedia (u) y una para la
presión (p) para cada número de onda k. Debido al
gran costo computacional que esto implica, el código se
paralelizó empleando OpenMP. Como la ejecución del
algoritmo de solución de Helmholtz se lleva a cabo en
forma independiente para cada número de onda luego
de aplicar la transformada de Fourier en la dirección x,
se paralelizó el bloque de código que realiza este
cálculo. El análisis de desempeño de esta
paralelización se presenta en Martorana [26]. En el
esquema que se muestra en la Figura 2 se presenta la
marcha de cálculo para completar un paso de tiempo.
4. Resultados
4.1. Validación
Se llevó a cabo la simulación de un flujo turbulento a
Reτ ¼ 180 en un ducto de sección cuadrada de dimen-
siones Lx  Ly  Lz = 4πh 2h 2h [8]. La longitud
en la dirección del flujo es suficiente para permitir el
adecuado decaimiento de la correlación de velocidades
entre dos puntos de acuerdo con Pinelli [8] y Gavrilakis
[6], El flujo es forzado por un gradiente de presión
F ¼ 2; 0; 0f g, uniforme en la dirección vertical.
Para este caso se analizó la sensibilidad de
diferentes tamaños de grillas de cálculo adoptados.
En una primera instancia se incrementó la cantidad
de puntos en el plano y z y luego en la dirección x.
Los resultados obtenidos se compararon con los exhi-
bidos en los trabajos de Gavrilakis [6], y Vinuesa [9].
Estas investigaciones presentan cálculos por DNS de
flujo turbulento en un ducto de sección cuadrada
para valores de Reτ igual a 150 y 180, respectiva-
mente. Además se contrastaron los resultados
numéricos con observaciones experimentales obteni-
das por Owolabi [17]. La Tabla 1 presenta valores
característicos del problema para los casos estudiados
y para las referencias utilizadas en la comparación.
Las referencias para los valores presentados en la
tabla son: Reb ¼ ubh=ν es el número de Reynolds
basado en la la velocidad media ub, uτ;l ¼
ﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃ
τw;l=ρ
p
es la velocidad de corte local, τw;l es el esfuerzo de
corte en el centro de la pared inferior, uτ;avg ¼ﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃﬃ
τw=ρ
p
es la velocidad de corte promedio y uc es la
velocidad en el centro de la sección. El factor de
fricción f se calcula como f ¼ 8u2τ=u2b. En este
caso, los valores obtenidos con la simulaciones tienen
un buen acuerdo con el valor de fricción
que cumple con la correlación de Jones: f1=2 ¼
2log10ð2:25Rebf 1=2Þ  0:8 [28].
La estadística del flujo medio se obtuvo promediando
en el tiempo y en la dirección del flujo los valores
instantáneos. El promediado se realizó, además, entre
los cuatro cuadrantes de la sección, aprovechando las
Figura 2. Diagrama de flujo de las operaciones de cálculo
necesarias para el avance de un paso temporal Δt para un
número de onda k. Las siglas ’FFT’ y ’BFT’ se refieren a la
transformada rápida y a la transformada rápida inversa de
Fourier, respectivamente.
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simetrías del flujo (tanto en dirección y como en
dirección z). De este modo, se incrementa el tamaño de
la muestra para el cálculo de valores estadísticos, lo que
resulta equivalente a promediar datos correspondientes
a periodos más largos [9].
La simulación se inicia a partir un campo de velo-
cidades interpolado de un caso de flujo turbulento en
un canal obtenido mediante un cálculo por DNS. El
tiempo de simulación requerido para alcanzar el estado
estadísticamente estacionario fue de 500 unidades de
tiempo y el intervalo de tiempo de integración fue de
400 unidades de tiempo.
En la Figura 3 se presenta la comparación entre los
valores de flujo medio en la línea vertical z=h ¼ 1 de la
sección obtenidos y los presentados en [9] y [17]. Los
valores se encuentran normalizados con el valor de
velocidad de corte local en la pared inferior (uτ;l). En
la zona cercana a la pared, los perfiles de velocidad
cumplen con la ley lineal mientras que hacia la mitad
de la sección el perfil se acerca a la ley logarítmica. En
relación a los perfiles de las referencias consultadas, se
puede observar que los resultados numéricos obtenidos
para este trabajo presentan un buen acuerdo con los
mismos. Del análisis de los resultados obtenidos para
las distintas grillas puede observarse que el cálculo es
independiente de las mismas.
La velocidad secundaria horizontal w en la coorde-
nada z=h ¼ 0:3 normalizada con la velocidad media, ub
se presenta en la Figura 4. Se lleva a cabo la
comparación con los valores exhibidos por Pinelli [8],
para dos casos cuyos valores de Reb se encuentran entre
el valor del caso estudiado. Asimismo se incluye la serie
de datos obtenida experimentalmente por Kawahara de
datos obtenida experimentalmente por Kawahara [16]
tomados de Pinelli [8], para Reb ¼ 3535. Puede obser-
varse que los perfiles de velocidad obtenidos son cua-
litativamente similares y se mantiene entre los
resultados presentados por las referencias.
En la Figura 5 se muestra el esfuerzo de corte τw
obtenido a partir del promedio de los valores de la
pared vertical y horizontal y normalizado con el prome-
dio del mismo τw. Si bien existe una diferencia en el valor
de Reb entre el caso estudiado (Reb  2724) y el utilizado
en la comparación (Reb ¼ 2600), se puede observar una
buena correspondencia en cuanto a la forma de la curva
y a la formación de los picos. Los valores máximos de
τw=τw obtenidos en el centro de la sección son similares
a los presentados en las referencias (Tabla 1).
Las Figura 6(a) y 6(b) presentan, respectivamente, los
valores urms ¼ u02
1=2
y el esfuerzo de Reynolds,  u0v0, en
la línea vertical z=h ¼ 1 de la sección. La Figura 6(a)
muestra un buen acuerdo con las referencias presentadas
y no se aprecian diferencias entre las grillas analizadas. En
el caso de los perfiles de  u0v0 (Figura 6(b)), si bien
presentan diferencias muy pequeñas entre los distintos
casos de grillas empleadas, exhiben un buen acuerdo con
las observaciones experimentales.
De las comparaciones realizadas es posible concluir
que el código funciona correctamente. Los datos fueron
comparados con varias referencias y se puede observar
una coincidencia razonable entre los mismos. Para los
cálculos siguientes de flujo en ductos forzados por
gradientes de presión no uniformes en la vertical se
Tabla 1. Comparación de valores obtenidos para distintas grillas y referencias.
Caso/Referencia Reτ Reb uτ;l=uτ;avg uc=uτ;l ub=uτ;avg uc=ub τw=τw f
131 131 192 (A) 180 2721 1.07 18.49 15.12 1.31 1.15 0.0350
151 151 192 (B) 180 2726 1.07 18.54 15.14 1.31 1.15 0.0349
131 131 256 (C) 180 2723 1.08 18.45 15.13 1.31 1.17 0.0350
Gavrilakis [6] 150 2205 1.09 17.94 14.70 1.33 1.18 0.0370
Vinuesa [9] 180 2800 – 18.50 15.56 – – –
Pinelli [8] 151 2205 – 14.61 – – 1.16 0.0375
Owolabi [17] 161 2230 – – – 1.31 – –
Figura 3. Flujo medio en la línea central vertical normalizado por la velocidad de corte local en la pared inferior en función de la
distancia en unidades de pared. Se muestran en líneas los resultados obtenidos para distintos tamaños de grillas analizadas y en
símbolos los valores presentados en las referencias.
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utiliza la grilla más gruesa (grilla A) ya que la misma
permite obtener resultados aceptables del problema
con menor costo computacional.
4.2. Gradiente de presión no uniforme
En esta sección se presentan resultados del compor-
tamiento del flujo secundario cuando el flujo es for-
zado por un gradiente de presión no uniforme en la
dirección vertical. En este caso se aplican gradientes
de presión que varían linealmente en la dirección
vertical. El caso base (caso CC) es el caso utilizado
para la validación tridimensional del código (Sección
4.1), donde el gradiente de presión aplicado es con-
stante e igual a 2. Para los casos estudiados en este
trabajo, las variaciones lineales en la dirección verti-
cal de los gradientes de presión aplicados están dadas
por la expresión
F ¼ βð1 yÞ þ 2;
Figura 4. Velocidad secundaria horizontal w en z=h ¼ 0:3 normalizada con ub en función de la distancia.
Figura 5. Esfuerzo de corte en la pared de la sección
normalizado con su promedio.
Figura 6. Valores urms (a) y esfuerzo de Reynolds (b) normalizados con la velocidad media en el centro de la sección en función de
la distancia.
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donde β es un coeficiente que toma los valores pre-
sentados en la Tabla 2. Notar que para los casos
estudiados
ð2
0
Fdy ¼ 4
por lo que el forzado neto del flujo es el mismo.
La estadística del flujo medio se obtuvo prome-
diando en el tiempo y en la dirección del flujo los
valores instantáneos. Para los casos CL el promediado
se realizó además, entre las dos mitades verticales de la
sección aprovechando la simetría del problema. El
tiempo de integración para calcular los promedios fue
de 400 unidades de tiempo.
Los gradientes de presión en función de la vertical se
muestran en la Figura 7(a). Mediante este forzado no
uniforme se modela el efecto de la estratificación en la
fuerza impulsora. Esta variación de la presión en la
dirección vertical es una primera aproximación al forzado
del flujo en las corrientes de turbidez generado por la
concentración de sedimento suspendido. Este tipo de
forzado permite modelar el efecto de estratificación en
la fuerza impulsora del flujo aisladamente.
En la Figura 7(b) se presentan las velocidades en la
dirección del flujo en la sección vertical central del
ducto para los casos estudiados. Se puede observar la
pérdida de simetría de los perfiles para los casos estu-
diados con respecto a la línea media horizontal. El
valor máximo de velocidad se desplaza hacia la pared
inferior con respecto al caso CC. Esta diferencia es muy
pequeña para los casos CL0.5 y CL1 pero es notoria en
los casos CL1.5 y CL2. La ubicación de los
valores máximos (yu;max) para cada caso se exhibe en
la Tabla 2. En la mitad superior de la sección las
velocidades disminuyen con respecto al caso CC. El
perfil obtenido para el caso CL0.5 es muy similar al
obtenido para el caso CL1.
Los valores de velocidad de corte en el centro de las
paredes horizontales (inferior uτ;b y superior uτ;t) y de
las paredes verticales (uτ;h) se presentan en la Tabla 2.
Se puede observar que, respecto al caso base (CC), los
valores de velocidad de corte en las paredes horizon-
tales disminuyen.
A continuación se presentan y analizan las distribu-
ciones en la sección de algunas variables del flujo para los
casos CC, CL1 y CL2. Los casos intermedios CL0.5
y CL1.5 no exhiben diferencias importantes en
comparación con los casos CL1 y CL2, respectivamente.
4.2.1. Velocidades medias
La distribución de la velocidad principal u en la sección
del ducto normalizada con la velocidad media ub para
tres de los casos estudiados se muestra en la Figura 8. Se
puede observar que el caso CL1 presenta una
distribución similar al caso CC excepto en las zonas
cercanas a las esquinas inferiores donde los valores de
velocidad presentan un leve incremento. Para el caso
CL2 es más notorio el descenso de la región de
Tabla 2. Casos estudiados en este trabajo.
Caso β ub=uτ;avg Reb yu;max uτ;b uτ;t uτ;h
CC 0.0 15.12 2721 1.00 1.072 1.072 1.072
CL0.5 0.5 15.10 2718 0.95 1.062 1.074 1.069
CL1 1.0 15.10 2718 0.93 1.066 1.049 1.076
CL1.5 1.5 14.90 2683 0.86 1.026 1.010 1.070
CL2 2.0 14.72 2650 0.81 1.016 0.982 1.061
Figura 7. Perfiles en función de la altura del ducto. (a) Gradientes de presión en función de la vertical. (b) Velocidad en la dirección
del flujo en el centro de la sección.
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ocurrencia de los valores máximos de velocidad con
respecto al caso CC. Los valores de velocidad se incre-
mentan cerca de las esquinas inferiores y disminuyen en
las esquinas superiores de la sección. Para este caso
también se puede notar que en la zona cercana a la
pared horizontal inferior, en el centro de la sección, la
velocidad disminuye (Figura 8(c)).
La distribución de la componente vertical v de la
velocidad en la sección del ducto normalizada con ub se
presenta en la Figura 9. Se puede notar por un lado, el
incremento de tamaño de las celdas positivas centrales
de ambas mitades horizontales de la sección en ambos
casos mostrados. Estas celdas se extienden hasta unirse
en el caso CL2 en el cual se genera un máximo en la
mitad inferior de la sección. Las celdas negativas ubi-
cadas en los laterales de la zona superior de la sección
también crecen en tamaño con respecto al caso base
y llegan a extenderse hasta las celdas negativas ubicadas
en la mitad inferior de la sección para el caso CL2. La
magnitud de v se incrementa para todos los casos con
respecto al caso CC.
La distribución de la componente de velocidad w
normalizada con ub en la sección se presenta en la
Figura 10. Con respecto a la mitad vertical izquierda,
se puede observar que la celda de velocidad w negativa
de la mitad superior incrementa su tamaño en ambos
casos con respecto al caso base. Para el caso CL2 esta
celda se extiende hasta la línea media horizontal de la
sección. La celda de velocidad w positiva de menor
magnitud ubicada cerca de la pared vertical crece en
tamaño en su región inferior y disminuye en la parte
superior. Para el caso CL2 se intensifica la magnitud de
esta celda positiva lateral y se observa su extensión
hacia la zona de la celda positiva cercana a la pared
horizontal inferior. En el caso CL2 se observa un
incremento significativo en la magnitud de las celdas
cercanas a las paredes horizontales con respecto al
caso CC.
A pesar de que los perfiles de velocidades en la
dirección principal para los casos estudiados guardan
cierta similitud con el perfil correspondiente al caso CC
(Figuras 7(b) y 8), la distribución de las velocidades
secundarias (Figuras 9 y 10) presentan diferencias con
respecto al caso CC, lo que muestra el efecto del gradiente
de presión no uniforme sobre el flujo secundario.
4.2.2. Flujo secundario
En la Figura 11 se presentan los vectores del flujo
secundario. El tamaño de los vectores no representa
la magnitud del flujo secundario. Los cuatro pares de
Figura 8. Velocidad u adimensionalizada con ub. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma para los
tres casos.
Figura 9. Velocidad v adimensionalizada con ub. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma para los
tres casos.
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vórtices contra-rotantes que se generan en el caso de
gradiente de presión constante, también se generan en
el caso CL1. Sin embargo, se observa que los pares de
vórtices superiores laterales crecen en tamaño y se
extienden hacia la mitad inferior de la sección mientras
que los vórtices inferiores decrecen en tamaño. Los
vórtices laterales inferiores que se generan son más
pequeños que los vórtices inferiores centrales. El caso
CL2 exhibe una disminución de tamaño de los vórtices
centrales superiores y un crecimiento más importante
del tamaño de los vórtices superiores laterales que se
extienden hacia el centro de los vórtices inferiores
centrales. El centro de los vórtices inferiores laterales
se desplaza hacia la pared vertical y su tamaño decrece
considerablemente.
4.2.3. Turbulencia
La variación de la componente del tensor de Reynolds
u0v0 normalizada con la velocidad de corte media uτ;avg
en la sección del ducto se muestra en la Figura 12. El
caso CL1 muestra una distribución similar al caso base:
dos celdas de signos opuestos con los máximos cerca-
nos a las paredes horizontales y de magnitud similar
para cada signo. Con respecto a las celdas laterales de
menor tamaño se observa que las superiores dismi-
nuyen en tamaño y las inferiores se incrementan en
magnitud. En el caso CL2 puede notarse un creci-
miento de las celdas negativas laterales de la mitad
inferior de la sección y una considerable reducción
del tamaño de las celdas laterales superiores. La celdas
principales se ven modificadas tanto en tamaño como
en magnitud con respecto al caso CC. La celda superior
se extiende hacia la línea media horizontal a la vez que
incrementa su valor mientras que la celda inferior dis-
minuye en tamaño e intensidad.
La variación de los valores urms normalizados con
uτ;avg en la sección se presentan en la Figura 13. El caso
CL1 presenta una distribución similar al caso CC pero
se observa una pequeña disminución de los
valores máximos cercanos a la pared horizontal inferior
y un leve un descenso de la posición de los
valores máximos cercanos a las paredes verticales. En
el caso CL2 este descenso de la posición de los
valores máximos laterales es considerable. En la
región central de la sección se puede notar un incre-
mento de los valores con respecto al caso base, mien-
tras que en la zona superior como en la zona inferior
los valores decrecen con respecto al caso CC.
La Figura 14 muestra la distribución de los valores
vrms normalizados con uτ;avg en la sección. La ocurren-
cia de los valores máximos cerca de las paredes verti-
cales se repite en los tres casos. Para el caso CL1 se
Figura 10. Velocidad w adimensionalizada con ub. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma para los
tres casos.
Figura 11. Vectores de flujo secundario. El tamaño de los vectores no representa la magnitud del flujo. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c)
Caso CL2.
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observa un incremento en la magnitud en la zona
superior de la sección y una disminución en la zona
inferior de la misma con respecto al caso CC. Este
mismo resultado se obtiene en mayor magnitud para
el caso CL2. Asimismo, se incrementan de forma con-
siderable los valores máximos cercanos a las paredes
verticales con respecto a los valores obtenidos para el
caso base.
La distribución de los valores wrms normalizada con la
velocidad de corte media uτ;avg se exhibe en la Figura 15.
Para el caso CL1 es posible observar que los máximos
ubicados cerca de las paredes horizontales en el caso CC,
se mantienen. Sin embargo se observa un incremento en
la magnitud de la celda ubicada en la mitad superior de la
sección y una disminución de los valores cercanos a la
pared inferior. Para el caso CL2, el incremento en la zona
superior es considerable con respecto al caso CC.
Además, en la región central de la sección se observa un
aumento en la magnitud de los valores de wrms.
5. Conclusiones
Con el objetivo de estudiar aisladamente el efecto del
forzado de un flujo estratificado sobre el flujo secun-
dario de segundo tipo se llevaron a cabo simulaciones
directas de turbulencia (DNS) de un flujo turbulento
Figura 12. Tensor de Reynolds u0v0 normalizado con uτ;avg. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma
para los tres casos.
Figura 13. Valores urms adimensionalizados con uτ;avg. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma para
los tres casos.
Figura 14. Valores vrms adimensionalizados con uτ;avg. (a) Caso CC. (b) Caso CL1. (c) Caso CL2. La escala de colores es la misma para
los tres casos.
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en un ducto de sección cuadrada. El flujo es forzado
por gradientes de presión no uniformes en la dirección
vertical.
Se validaron los resultados obtenidos por medio de
la comparación con un caso ampliamente estudiado
y reportado en la literatura.
Se llevó a cabo el análisis del flujo secundario en
flujos forzados por gradientes de presión que varían
linealmente en la dirección vertical y se compararon los
resultados con el flujo forzado por un gradiente uni-
forme. En los perfiles de velocidad principal obtenidos
para los casos estudiados se observa la pérdida de la
simetría con respecto a la línea horizontal media de la
sección. Además se produce el descenso de las posi-
ciones de los valores máximos de velocidad principal
hacia la pared inferior de la sección. Las velocidades
secundarias presentan diferencias con respecto al caso
base aún presentando los casos estudiados perfiles de
velocidades medias similares al caso forzado por un
gradiente de presión uniforme. Estas modificaciones
incluyen cambios de signo y variaciones en las
magnitudes.
En cuanto a la generación de los vórtices principales
de flujo secundario se observa un comportamiento
similar al caso CC para el caso CL1 con un leve incre-
mento del tamaño de los vórtices superiores laterales.
Para el caso CL2 estos vórtices se extienden hacia la
línea media horizontal de la sección.
Los parámetros relacionados con la turbulencia
muestran una variación con respecto al caso CC.
Tanto el tensor de Reynolds  u0v0 como los valores
rms presentados en este trabajo muestran un aumento
en la parte superior de la sección y una disminución en
la zona inferior con respecto al caso base.
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